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Рассмотрена нелинейная задача о распространении волн по свободной
поверхности слоя вязкой несжимаемой жидкости бесконечной глубины.
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Введение
Решение нелинейной задачи о волнах на поверхности слоя идеальной жидко-
сти приведено в работах [1], [2]. В работе [2] также найдены нелинейные траек-
тории жидких частиц. Для вязкой жидкости известно решение линейной зада-
чи [3], [4], [5], а нелинейная задача решена только для приближения слабовязкой
жидкости [6]. Данная работа посвящена определению нелинейных выражений для
скорости, давления и формы свободной поверхности при волновом движении вяз-
кой жидкости, а также определению траекторий жидких частиц.
1. Нелинейная задача о волнах на поверхности вязкой жидкости
Рассматривается слой вязкой несжимаемой жидкости бесконечной глубины.
Свободная поверхность слоя граничит со средой пренебрежимо малой плотно-
сти, характеризующейся постоянным давлением 𝑃𝑎 (в частности, атмосферным).
Декартовая система координат задана так, что плоскость 𝑧* = 0 совпадает с
невозмущённой поверхностью, а ось 𝑧* противоположно направлена вектору си-
лы тяжести g. Движение жидкости происходит в плоскости 𝑥*𝑧* со скоростью
u* = (u*(𝑡*, 𝑥*, 𝑧*), 0, v*(𝑡*, 𝑥*, 𝑧*)). Звездочкой, там, где это необходимо, обозна-
чены физические (размерные) величины.
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Пусть в положительном направлении оси 𝑥* распространяется волна длины 𝜆.
Длина волны много больше ее высоты (𝜆 >> 𝜉*max). В области, занятой жидкостью,
выполняются уравнения неразрывности и движения
𝑑𝑖𝑣u* = 0,
𝜕u*
𝜕𝑡*
+ (u*∇)u* = −1
𝜌
∇𝑝* + 𝜇
𝜌
∆u*, (1)
Здесь 𝑝* = 𝑃 −𝑃𝑎 +𝜌𝑔𝑧* — динамическое давление, 𝜌 — плотность, 𝑃 — давление,
𝜇 — коэффициент динамической вязкости.
На свободной поверхности 𝑧* = 𝜉*(𝑡*, 𝑥*) задаются кинематическое и динами-
ческое условия
v* =
𝜕𝜉*
𝜕𝑡*
+ u*
𝜕𝜉*
𝜕𝑥*
, (2)
𝑝𝑛𝑛 = −𝑃𝑎, 𝑝𝑛𝜏 = 0.
При бесконечном заглублении скорость жидкости должна затухать, т.е. выпол-
нено условие
u* → 0, 𝑧* → −∞. (3)
Система уравнений (1) и граничных условий (2), (3) является замкнутой и
составляет нелинейную краевую задачу для определения характеристик волнового
движения.
Введем следующие безразмерные переменные и величины
u* = 𝜀𝑐0u, 𝑝* = 𝜀𝜌𝑐20𝑝, 𝜉
* = 𝜀𝜉/𝑘, 𝜈0 = 𝜇𝑘/𝜌𝑐0,
𝑡 = 𝑘𝑐𝑡*, 𝑥 = 𝑘𝑥*, 𝑧 = 𝑘𝑧*, 𝛼 = 𝑐/𝑐0 = 𝜔/𝜔0, 𝑐20 = 𝑔/𝑘,
где 𝑐0 и 𝜔0 — соответственно фазовая скорость и частота волны линейной задачи
для идеальной жидкости, 𝑐 и 𝜔 — фазовая скорость и частота волны, 𝜀 = 𝑘𝜉*max —
малый волновой параметр, 𝑘 = 2𝜋/𝜆 — волновое число.
В безразмерных переменных задача (1)-(3) принимает вид
𝑑𝑖𝑣u = 0, 𝛼
𝜕u
𝜕𝑡
− 𝜈0∆u+∇𝑝 = −𝜀(u∇)u, (4)
v − 𝛼𝜕𝜉
𝜕𝑡
= 𝜀u
𝜕𝜉
𝜕𝑥
, 𝑧 = 𝜀𝜉,
𝑝− 𝜉 − 2𝜈0 𝜕v
𝜕𝑧
= −𝜀𝜈0
(︂
𝜕u
𝜕𝑧
+
𝜕v
𝜕𝑥
)︂
𝜕𝜉
𝜕𝑥
+ 𝜀2
(︂
𝜕𝜉
𝜕𝑥
)︂2(︂
𝜉 − 𝑝− 2𝜈0 𝜕v
𝜕𝑧
)︂
, 𝑧 = 𝜀𝜉,
𝜈0
(︂
𝜕u
𝜕𝑧
+
𝜕v
𝜕𝑥
)︂(︃
1− 𝜀2
(︂
𝜕𝜉
𝜕𝑥
)︂2)︃
= −4𝜈0 𝜕v
𝜕𝑧
𝜕𝜉
𝜕𝑥
, 𝑧 = 𝜀𝜉,
u→ 0, 𝑧 → −∞.
В силу малости волнового параметра 𝜀 граничные условия на свободной поверх-
ности 𝑧 = 𝜀𝜉 разложением в ряд Маклорена входящих в них функций сводятся к
условиям на фиксированной поверхности 𝑧 = 0.
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Решение задачи находим в виде рядов по параметру 𝜀
u =
∞∑︁
𝑖=1
𝜀𝑖−1u𝑖, u𝑛 = (u𝑖, 0, v𝑖) , 𝑝 =
∞∑︁
𝑖=1
𝜀𝑖−1𝑝𝑖, 𝜉 =
∞∑︁
𝑖=1
𝜀𝑖−1𝜉𝑖.
Подставляя эти ряды в уравнения (4) и разложенные в окрестности нуля гра-
ничные условия и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀, полу-
чим задачи в первых двух приближениях.
В первом приближении задача имеет вид: при 𝜀0
𝑑𝑖𝑣u1 = 0, 𝛼
𝜕u1
𝜕𝑡
− 𝜈0∆u1 = −∇𝑝1, (5)
v1=𝛼
𝜕𝜉1
𝜕𝑡
, 𝑝1 − 𝜉1 − 2𝜈0 𝜕v1
𝜕𝑧
= 0,
𝜕u1
𝜕𝑧
+
𝜕v1
𝜕𝑥
= 0, 𝑧 = 0,
u1 → 0, 𝑧 → −∞,
для второго приближения: при 𝜀1
𝑑𝑖𝑣u2 = 0, 𝛼
𝜕u2
𝜕𝑡
− 𝜈0∆u2 = −∇𝑝2 − (u1∇)u1, (6)
v2=𝛼
𝜕𝜉2
𝜕𝑡
+
𝜕
𝜕𝑥
(𝑢1𝜉1) , 𝑝2 − 𝜉2 − 2𝜈0 𝜕v2
𝜕𝑧
= 𝜉1
𝜕
𝜕𝑧
(︂
2𝜈0
𝜕v1
𝜕𝑧
− 𝑝1
)︂
, 𝑧 = 0,
𝜕u2
𝜕𝑧
+
𝜕v2
𝜕𝑥
= 4
𝜕u1
𝜕𝑥
𝜕𝜉1
𝜕𝑥
− 𝜉1 𝜕
𝜕𝑧
(︂
𝜕u1
𝜕𝑧
+
𝜕v1
𝜕𝑥
)︂
, 𝑧 = 0,
u2 → 0, 𝑧 → −∞.
Решение линейной задачи (5) имеет вид [5]
u1 = 𝐴𝑒
− 𝛽𝛼 𝑡 [𝑒𝑧 cos (𝑥− 𝑡) + (𝑎𝑉1 + 𝑏𝑉2) cos (𝑥− 𝑡) + (𝑎𝑉2 − 𝑏𝑉1) sin (𝑥− 𝑡)] , (7)
v1 = 𝐴𝑒
− 𝛽𝛼 𝑡 {𝑒𝑧 sin (𝑥− 𝑡) + 𝑉1 cos (𝑥− 𝑡) + 𝑉2 sin (𝑥− 𝑡)} ,
𝑝1 = 𝐴𝑒
𝑧− 𝛽𝛼 𝑡 (𝛼 cos𝜒 + 𝛽 sin𝜒) , 𝜉1 =
𝐴
𝛼2 + 𝑠2
𝑒−
𝛽
𝛼 𝑡 (𝛼 cos𝜒 + 𝑠 sin𝜒) ,
𝑉1 (𝑧) = 𝑒
𝑏𝑧 (𝐵1 cos 𝑎𝑧 −𝐵2 sin 𝑎𝑧) , 𝑉2 (𝑧) = 𝑒𝑏𝑧 (𝐵2 cos 𝑎𝑧 + 𝐵1 sin 𝑎𝑧) ,
𝐵1 = −2𝜈0𝛼𝐴
⧸︀(︀
𝛼2 + 𝑠2
)︀
, 𝐵2 = −2𝜈0𝑠𝐴
⧸︀(︀
𝛼2 + 𝑠2
)︀
.
Здесь 𝛽 — безразмерный декремент затухания (𝛽𝜔0 — размерный), 𝐴 — ам-
плитудный параметр, 𝑠 = 2𝜈0 − 𝛽. Параметры 𝑎 и 𝑏 связаны соотношениями
𝑎2 = 𝑏2 − 1 + 𝛽/𝜈0, 2𝑎𝑏 = 𝛼/𝜈0.
Частота волны через декремент затухания выражается следующим образом
𝛼2 = 1 + 𝑠2 − 4𝜈30
⧸︀
𝑠.
Для декремента затухания получено уравнение
𝑠6 + 𝑠4 − 4𝜈40𝑠2 − 4𝜈60 = 0,
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аналитическое решение которого найдено, но не приведено здесь из-за своей гро-
моздкости.
Подставив выражения (7) в задачу (6), получим систему линейных неоднород-
ных уравнений и граничных условия для определения неизвестных функций u2,
v2, 𝑝2 и 𝜉2, решение которой имеет вид
u2 = 𝑒
− 2𝛽𝛼 𝑡
(︀{︀
𝑒2𝑧𝐷2 + 1/2 [𝑎1𝑉3 + 𝑏1𝑉4 + 𝑎𝑉5 + (𝑏 + 1)𝑉6]
}︀
cos (2𝑥− 2𝑡) +
+
{︀−𝑒2𝑧𝐷1 + 1/2 [𝑎1𝑉4 − 𝑏1𝑉3 + 𝑎𝑉6 − (𝑏 + 1)𝑉5]}︀ sin (2𝑥− 2𝑡))︀ ,
v2 = 𝑒
− 2𝛽𝛼 𝑡
[︀(︀
𝑒2𝑧𝐷1 + 𝑉3 + 𝑉5
)︀
cos (2𝑥− 2𝑡) + (︀𝑒2𝑧𝐷2 + 𝑉4 + 𝑉6)︀ sin (2𝑥− 2𝑡)]︀ ,
𝑝2 = 𝑒
− 2𝛽𝛼 𝑡
{︀[︀
𝑒2𝑧 (𝛽𝐷1 + 𝛼𝐷2) + 𝑉7
]︀
cos (2𝑥− 2𝑡) + [︀𝑒2𝑧 (𝛽𝐷2 − 𝛼𝐷1) + 𝑉8]︀ ·
· sin (2𝑥− 2𝑡)− 𝑒𝑧𝐴𝑉2 + 𝐴𝐵2 + 𝐴2
[︀
(2𝜈0 − 𝛽𝑠)
⧸︀(︀
𝛼2 + 𝑠2
)︀− 𝑒2𝑧]︀⧸︀2+
+
(︀
𝐵21 + 𝐵
2
2
)︀ (︀
1− 𝑒2𝑧)︀⧸︀2}︀ ,
𝜉2 =
𝑒−
2𝛽
𝛼 𝑡
2 (𝛼2 + 𝛽2)
{[𝛼 (𝐷2 + 𝐵4 + 𝐾2 −𝑄2)− 𝛽 (𝐷1 + 𝐵3 + 𝐾1 + 𝑄1)] cos (2𝑥− 2𝑡)−
− [𝛽 (𝐷2 + 𝐵4 + 𝐾2 −𝑄2) + 𝛼 (𝐷1 + 𝐵3 + 𝐾1 + 𝑄1)] sin (2𝑥− 2𝑡)} ,
где
𝑉3 (𝑧) = 𝑒
𝑏1𝑧 (𝐵3 cos 𝑎1𝑧 −𝐵4 sin 𝑎1𝑧) , 𝑉4 (𝑧) = 𝑒𝑏1𝑧 (𝐵4 cos 𝑎1𝑧 + 𝐵3 sin 𝑎1𝑧) ,
𝑉5 (𝑧) = 𝑒
(𝑏+1)𝑧 (𝐾1 cos 𝑎𝑧 −𝐾2 sin 𝑎𝑧) , 𝑉6 (𝑧) = 𝑒(𝑏+1)𝑧 (𝐾2 cos 𝑎𝑧 + 𝐾1 sin 𝑎𝑧) ,
𝑉7 (𝑧) = 𝑒
(𝑏+1)𝑧 (𝐺1 cos 𝑎𝑧 −𝐺2 sin 𝑎𝑧) , 𝑉8 (𝑧) = 𝑒(𝑏+1)𝑧 (𝐺2 cos 𝑎𝑧 + 𝐺1 sin 𝑎𝑧) ,
𝑎21 = 𝑏
2
1 − 4 + 2𝛽/𝜈0, 𝑎1𝑏1 = 𝛼/𝜈0,
𝐾1 = {[(𝑏 + 1)𝑅1 + 𝑎𝑅2]𝐶1 − [𝑎𝑅1 − (𝑏 + 1)𝑅2]𝐶2}/∆1, ∆1 =
(︀
𝐶21 + 𝐶
2
2
)︀⧸︀
2,
𝐾2 = {[𝑎𝑅1 − (𝑏 + 1)𝑅2]𝐶1 + [(𝑏 + 1)𝑅1 + 𝑎𝑅2]𝐶2}/∆1,
𝐺1 = {[𝛼𝑎 + 𝛽 (𝑏− 1)]𝐾1 − [𝛼 (1− 𝑏) + 𝛽𝑎]𝐾2 + 2𝑅2}/4,
𝐺1 = {[𝛼 (1− 𝑏) + 𝛽𝑎]𝐾1 + [𝛼𝑎 + 𝛽 (𝑏− 1)]𝐾2 + 2𝑅1}/4,
𝐶1 =
[︀
4𝑎𝜈20 − 𝛼 (𝛽 + 2𝜈0)
]︀⧸︀
(2𝜈0) , 𝐶1 =
[︀
8𝑏𝜈20 − 𝛼20 + 𝛽20 − 4𝜈0𝑠
]︀⧸︀
(4𝜈0) ,
𝑅1 = 𝐴[(2𝑏𝜈0 − 𝑠)𝐵1 + (𝛼− 2𝑎𝜈0)𝐵2]/(2𝜈0),
𝑅2 = 𝐴[(𝛼− 2𝑎𝜈0)𝐵1 − (2𝑏𝜈0 − 𝑠)𝐵2]/(2𝜈0),
𝐵3 = 𝜈0[𝑠1 (𝐿2 − 4𝐷1) + 𝛼 (𝐿1 − 4𝐷2)]/∆2, ∆2 = 𝑠21 + 𝛼2,
𝐵4 = 𝜈0[𝑠1 (𝐿1 − 4𝐷2)− 𝛼 (𝐿2 − 4𝐷1)]/∆2, 𝑠1 = 4𝜈0 − 𝛽,
𝐿1 = 𝐴
2
{︀
𝑎
[︀
4𝜈20
(︀
𝛼2 − 𝑠2)︀⧸︀∆3 − 𝑠−𝐾1]︀+ 𝛼𝑏 [1−𝐾2 + 8𝜈0𝑠/∆3]− 3𝛼+
+[(𝛽 − 6𝜈0)𝐾2 − 𝛼𝐾1]/(2𝜈0)}/∆3, ∆3 = 𝑠2 + 𝛼2,
𝐿2 = 𝐴
2
{︀
𝑏
[︀
4𝜈20
(︀
𝛼2 − 𝑠2)︀⧸︀∆3 − 𝑠−𝐾1]︀− 𝛼𝑎 [1−𝐾2 + 8𝜈0𝑠/∆3] + 3𝑠+
+[(𝛽 − 6𝜈0)𝐾1 + 𝛼𝐾2]/(2𝜈0)}/∆3,
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𝐷1 = (𝐹1𝐽1 + 𝐹2𝐽2)/∆4, 𝐷2 = (𝐹1𝐽2 − 𝐹2𝐽1)/∆4, ∆4 = 𝐽21 + 𝐽21 ,
𝐽1 =
[︀
8𝜈20 (𝛼𝑎1 + 𝑠1𝑏1)− 𝑠1/∆2
]︀− 𝑠1, 𝐽2 = [︀8𝜈20 (𝛼𝑏1 − 𝑠1𝑎1)− 𝛼/∆2]︀+ 𝛼,
𝐹1 = 𝐴
2 [2𝜈0(𝛼− 𝑠)/∆3 + 1] [2𝜈0(𝛼 + 𝑠)/∆3 − 1]/2 + 𝐼1𝐾1 + 𝐼2𝐾2 −𝐺1 + 𝐻1𝐿1+
+𝐻2𝐿2 + (𝛽𝑄1 − 𝛼𝑄2)/(2∆5) , ∆5 =
(︀
𝛼2 + 𝛽2
)︀
,
𝐹2 = 2𝛼𝜈0𝐴
2(1− 2𝑠𝜈0/∆3)/∆3 + 𝐼2𝐾1 − 𝐼1𝐾2 + 𝐺2 −𝐻2𝐿1 + 𝐻1𝐿2+
+(𝛽𝑄2 + 𝛼𝑄1)/(2∆5) ,
𝐼1 = 2𝑏𝜈0 + (4𝜈0 − 𝛽/∆5)/2, 𝐼2 = −2𝑎𝜈0 + 𝛼/(2∆5),
𝐻1 =
[︀
2𝛼𝜈20𝑏1 − 2𝑠1𝜈20𝑎1 + 𝛼𝜈20𝑠
⧸︀
∆5
]︀⧸︀
∆3,
𝐻2 =
[︀
2𝛼𝜈20𝑎1 + 2𝑠1𝜈
2
0𝑏1 +
(︀
𝛽𝑠1 − 𝛼2
)︀⧸︀
∆5
]︀⧸︀
∆3.
2. Волновые траектории жидких частиц
Физические координаты частицы 𝑥*(𝑡*), 𝑧*(𝑡*) удовлетворяют уравнениям
𝑑𝑥*
𝑑𝑡*
= u*,
𝑑𝑧*
𝑑𝑡*
= v*.
Физическое время необходимо обезразмерить частотой колебания жидкой ча-
стицы 𝜎, так как для нелинейных волн даже в идеальной жидкости 𝜎 не совпадает
с частотой волны [2].
Учитывая, что
𝑥* = 𝑐𝑡* + 𝑥/𝑘, 𝑧* = 𝑧/𝑘, 𝑡* = 𝑡/𝜎, u* = 𝜀𝑐0u,
уравнения, описывающие движение частицы в волне, можно представить в виде
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝜀
(︂
𝑡
𝛼
· 𝑐𝑘
𝜎
)︂′
u−
(︂
𝑡 · 𝑐𝑘
𝜎
)︂′
,
𝑑𝑧
𝑑𝑡
= 𝜀
(︂
𝑡
𝛼
· 𝑐𝑘
𝜎
)︂′
v. (8)
Положим
𝑥 =
∞∑︁
𝑖=0
𝜀𝑖𝑥𝑖, 𝑧 =
∞∑︁
𝑖=0
𝜀𝑖𝑧𝑖,
𝑘𝑐
𝜎
= 1 +
∞∑︁
𝑖=1
𝜀𝑖𝛾𝑖. (9)
Подставляя ряды (8) и выражения для компонент скорости в уравнения движе-
ния (9), для определения первых трех коэффициентов получим следующие урав-
нения:
𝑑𝑥0
𝑑𝑡
= −1, 𝑑𝑧0
𝑑𝑡
= 0,
𝑑𝑥1
𝑑𝑡
=
𝐴
𝛼
𝑒−
𝛽
𝛼 𝑡 {[𝑒𝑧0 + 𝑎𝑉1 (𝑧0) + 𝑏𝑉2 (𝑧0)] cos𝑥0 + [𝑎𝑉2 (𝑧0)− 𝑏𝑉1 (𝑧0)] sin𝑥0} − (𝑡𝛾1)′,
𝑑𝑧1
𝑑𝑡
=
𝐴
𝛼
𝑒−
𝛽
𝛼 𝑡 {[𝑒𝑧0 + 𝑉1 (𝑧0)] cos𝑥0 + 𝑉2 (𝑧0) sin𝑥0} ,
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𝑑𝑥2
𝑑𝑡
=
𝑒−
2𝛽
𝛼 𝑡
𝛼
(︀{︀
𝑒2𝑧0𝐷2 + 1/2 [𝑎1𝑉3 (𝑧0) + 𝑏1𝑉4 (𝑧0) +
+ 𝑎𝑉5 (𝑧0) + (𝑏 + 1)𝑉6 (𝑧0)]} cos 2𝑥0+
+
{︀−𝑒2𝑧0𝐷1 + 1/2 [𝑎1𝑉4 (𝑧0)− 𝑏1𝑉3 (𝑧0) + 𝑎𝑉6 (𝑧0)− (𝑏 + 1)𝑉5 (𝑧0)]}︀ sin 2𝑥0)︀−(𝑡𝛾2)′+
+
𝑒−
𝛽
𝛼 𝑡
𝛼
(︀{︀
𝐴𝑧1𝑒
𝑧0 + 𝑏 (2𝑎𝑧1 − 𝑥1)𝑉1 (𝑧0)−
[︀(︀
𝑎2 − 𝑏2)︀ 𝑧1 − 𝑎𝑥1]︀𝑉2 (𝑧0)}︀ cos𝑥0+
+
{︀−𝐴𝑥1𝑒𝑧0 + 𝑏 (2𝑎𝑧1 − 𝑥1)𝑉2 (𝑧0) + [︀(︀𝑎2 − 𝑏2)︀ 𝑧1 − 𝑎𝑥1]︀𝑉1 (𝑧0)}︀ sin𝑥0)︀ ,
𝑑𝑧2
𝑑𝑡
=
𝑒−
2𝛽
𝛼 𝑡
𝛼
[︀(︀
𝑒2𝑧0𝐷1 + 𝑉3 (𝑧0) + 𝑉5 (𝑧0)
)︀
cos 2𝑥0 +
+
(︀
𝑒2𝑧0𝐷2 + 𝑉4 (𝑧0) + 𝑉6 (𝑧0)
)︀
sin 2𝑥0
]︀
+
+
𝑒−
𝛽
𝛼 𝑡
𝛼
{[𝐴𝑥1𝑒𝑧0 + 𝑏𝑧1𝑉1 (𝑧0) + (𝑥1 − 𝑎𝑧1)𝑉2 (𝑧0)] cos𝑥0+
+ [𝐴𝑧1𝑒
𝑧0 + 𝑏𝑧1𝑉2 (𝑧0)− (𝑥1 − 𝑎𝑧1)𝑉1 (𝑧0)] sin𝑥0} .
Разрешая последовательно данные уравнения, получим следующие выраже-
ния:
𝑥0 = 𝑥𝐿 − 𝑡, 𝑧0 = 𝑧𝐿, 𝛾1 = 0,
𝑥1 =
𝑒−
𝛽
𝛼 𝑡
∆5
{[−𝛽𝐴𝑒𝑧𝐿 − (𝛼𝑏 + 𝛽𝑎)𝑉1 (𝑧𝐿) + (𝛼𝑎− 𝛽𝑏)𝑉2 (𝑧𝐿)] cos (𝑥𝐿 − 𝑡) +
[−𝛼𝐴𝑒𝑧𝐿 − (𝛼𝑏 + 𝛽𝑎)𝑉2 (𝑧𝐿)− (𝛼𝑎− 𝛽𝑏)𝑉1 (𝑧𝐿)] sin (𝑥𝐿 − 𝑡)} ,
𝑧1 =
𝑒−
𝛽
𝛼 𝑡
∆5
[(𝛼𝐴𝑒𝑧𝐿 − 𝛽𝑉1 (𝑧𝐿) + 𝛼𝑉2 (𝑧𝐿)) cos (𝑥𝐿 − 𝑡) +
+ (−𝛽𝐴𝑒𝑧𝐿 − 𝛽𝑉2 (𝑧𝐿)− 𝛼𝑉1 (𝑧𝐿)) sin (𝑥𝐿 − 𝑡) ,
𝑥2 =
𝑒−
2𝛽
𝛼 𝑡
2∆5
(︀{︀− (𝛼𝐷1 + 𝛽𝐷2) 𝑒2𝑧𝐿 − (𝛽𝑎1 + 𝛼𝑏1)𝑉3 (𝑧𝐿)/2 + (𝛼𝑎1 − 𝛽𝑏1)𝑉4 (𝑧𝐿)/2+
+𝐴𝑒𝑧𝐿
[︀(︀
2𝛼𝛽𝑎 + 𝛼2𝑏− 𝛽2𝑏)︀⧸︀∆5 − 𝛽⧸︀(2𝜈0) + (︀𝛼2 − 𝛽2)︀⧸︀∆5]︀𝑉1 (𝑧𝐿) +
+𝐴𝑒𝑧𝐿
[︀(︀
2𝛼𝛽𝑏− 𝛼2𝑎 + 𝛽2𝑎)︀⧸︀∆5 + 𝛼/(2𝜈0)− 2𝛼𝛽/∆5]︀𝑉2 (𝑧𝐿)−
− [𝛼 (𝑏 + 1) + 𝛽𝑎]𝑉5 (𝑧𝐿)/2 + [𝛼𝑎− 𝛽 (𝑏 + 1)]𝑉6 (𝑧𝐿)/2} cos (2𝑥𝐿 − 𝑡) +
+
{︀
(𝛽𝐷1 − 𝛼𝐷1) 𝑒2𝑧𝐿 − (𝛽𝑎1 + 𝛼𝑏1)𝑉4 (𝑧𝐿)− (𝛼𝑎1 − 𝛽𝑏1)𝑉3 (𝑧𝐿) +
+𝐴𝑒𝑧𝐿
[︀(︀
2𝛼𝛽𝑎 + 𝛼2𝑏− 𝛽2𝑏)︀⧸︀∆5 − 𝛽⧸︀(2𝜈0) + (︀𝛼2 − 𝛽2)︀⧸︀∆5]︀𝑉2 (𝑧𝐿)−
−𝐴𝑒𝑧𝐿 [︀(︀2𝛼𝛽𝑏− 𝛼2𝑎 + 𝛽2𝑎)︀⧸︀∆5 + 𝛼/(2𝜈0)− 2𝛼𝛽/∆5]︀𝑉1 (𝑧𝐿)−
− [𝛼 (𝑏 + 1) + 𝛽𝑎]𝑉6 (𝑧𝐿)/2− [𝛼𝑎− 𝛽 (𝑏 + 1)]𝑉5 (𝑧𝐿)/2} sin (2𝑥𝐿 − 𝑡)) ,
𝑧2 =
𝑒−
2𝛽
𝛼 𝑡
2∆5
{︀[︀
(𝛼𝐷2 − 𝛽𝐷1) 𝑒2𝑧𝐿 + 𝛼𝑉4 (𝑧𝐿)− 𝛽𝑉3 (𝑧𝐿) + 𝛼𝑉6 (𝑧𝐿)− 𝛽𝑉5 (𝑧𝐿)
]︀ ·
· cos (2𝑥𝐿 − 2𝑡) +
[︀− (𝛼𝐷1 + 𝛽𝐷2) 𝑒2𝑧𝐿 − 𝛼𝑉3 (𝑧𝐿)− 𝛽𝑉4 (𝑧𝐿)− 𝛼𝑉5 (𝑧𝐿)− 𝛽𝑉6 (𝑧𝐿)]︀ ·
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· sin (2𝑥𝐿 − 2𝑡) + 𝐴𝑒𝑧𝐿
[︀
𝑎𝑉1 (𝑧𝐿) + (𝑏 + 1)𝑉2 (𝑧𝐿) + 𝐴
2
]︀
+ 𝑏𝑒𝑏𝑧𝐿
(︀
𝐵21 + 𝐵
2
2
)︀}︀
,
𝛾2 =
1− 𝑒− 2𝛽𝛼 𝑡
4𝛽𝜈0∆5𝑡
[︀
2𝛼𝜈0𝐴
2𝑒2𝑧𝐿 + 𝐴𝑒𝑧𝐿
(︀
𝛼2 − 𝛽2 + 2𝑎𝛼𝜈0
)︀
𝑉1 (𝑧𝐿) + 2𝛼𝐴𝑒
𝑧𝐿 ·
(𝜈0 + 𝑏𝜈0 − 𝛽)𝑉2 + 𝛼𝑒2𝑏𝑧𝐿
(︀
𝐵21 + 𝐵
2
1
)︀ (︀
2𝑎2𝜈0 + 2𝜈0 − 3𝛽
)︀
,
где 𝑥𝐿, 𝑧𝐿 — лагранжевы координаты.
Величина 𝑢𝑠 = 𝑐 − 𝜎/𝑘 представляет собой переносную скорость вдоль гори-
зонтальной оси. Ее приближенное выражение имеет вид
𝑢𝑠 = 𝑐
(︁
1− 𝜎
𝑐𝑘
)︁
= 𝑐
(︂
1− 1
1 + 𝜀2𝛾2
)︂
≈ 𝜀2𝑐𝛾2. (10)
Для примера построены траектории движения жидких частиц при малом
(Рис. 1) и большом (Рис. 2) значении коэффициента кинематической вязкости.
Видно, что частицы вблизи поверхности движутся быстрее, чем частицы на глу-
бине, что обусловлено наличием приповерхностного течения Стокса, которое ха-
рактеризуется переносной скоростью (10). С увеличением вязкости амплитуда вол-
новых возмущений и переносная скорость убывают быстрее. Кроме того, вблизи
поверхности при большой вязкости траектории наклонены в верхней точке в сторо-
ну движения, что не наблюдается на заглублении. Это можно объяснить влиянием
вязких касательных напряжений на свободной поверхности.
Рис. 1: Траектории частиц жидкости при 𝜈 = 10−6 м2/c
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Рис. 2: Траектории частиц жидкости при 𝜈 = 2 · 10−3 м2/c
Заключение
Таким образом, получено асимптотическое решение нелинейной задачи с точ-
ностью до членов второго порядка по малому амплитудному параметру. Получены
выражения для траекторий частиц жидкости, а также для скорости приповерх-
ностного течения Стокса.
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